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$\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)=\min\{c\cdot x : Ax=b,x\in \mathrm{N}^{n}\}$ .
, $A=[a_{j}.\cdot]\in \mathrm{N}^{d\mathrm{x}n},$ $b\in \mathrm{N}^{d},$ $c\in \mathfrak{W}$ . , $a_{1},$ $\ldots,a_{n}$ $A$ . , $A$
, $b$ , $c$ . $u\in \mathrm{N}^{n}$ $Au=b$
, $u$ . $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ , .




. , $\{x\geq 0 : Ax=0\}=\{0\}$ .
{ $u\in$ :Au $=b$} .
, C-T . $k$ , $k[X]:=k[X_{1}, \ldots, X_{n}],$ $k[Y]:=$
$k[Y_{1}, \ldots, Y_{d}]$ , $k[X, Y]:=k[X_{1}, \ldots, X_{n}, Y_{1}, \ldots, Y_{d}]$ .
$\phi:k[X]arrow k[Y],$ $X_{i}-\}Y^{a:}:=Y_{1}^{a_{1:}}\ldots Y_{d}^{a_{d*}}$
.
$A$ , $I_{A}$ . ,
$I_{A}:=\{f\in k[X] : \phi(f)=0\}$ .
$I_{A}$ 2 ( ) (2 )
.
, $\succ$ $k[X]$ , $\succ_{c}$ . $X^{\alpha},$ $X^{\beta}$
$X^{\alpha}\succ_{c}X^{\beta}\Leftrightarrow\{$
$\alpha\cdot c>\beta\cdot c$
$\alpha\cdot c=\beta\cdot c$ $X^{\alpha}\succ X^{\beta}$ .
, $c$ . C-T .
$\frac{}\mathrm{C}-\mathrm{T}7\mathrm{K}\triangleright \mathrm{J}^{\mathrm{I}}J\text{ }(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n})}{\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}1-\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)\text{ }\{\overline{\mathrm{J}}^{\mathrm{p}}\urcorner \mathrm{f}\mathrm{f}_{\mathrm{b}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{ }\backslash \text{ ^{}\backslash }\text{ },u$
.
STEP 2: $I_{A}$ \succ Gr\"obner $\mathcal{G}$ .
STEP 3: $X^{u}$ $\mathcal{G}$ , $X^{v}$ . $v$ $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ .
$I_{A}$ 2 Gr\"obner 2 , Gr\"obner
. C-T (condenced version)
2 .
(P1) $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ , .
(P2) $I_{A}$ Gr\"obner .
$I_{A}$ , , C-T
1 . .
(P1). $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ , $\mathrm{I}\mathrm{P}_{\overline{A},\overline{c}}(b)$ . ,
$\tilde{A}:=[A, I]I$ $d\mathrm{x}d$
$\tilde{c}:=(c, M, \ldots, M)\in \mathbb{R}^{n+d}M$
. $\mathrm{I}\mathrm{P}_{\overline{A},\overline{c}}(b)$ .
$(0, \ldots, 0, b_{1}, \ldots, b_{d})$ $-\supset$ .
. $\mathrm{I}\mathrm{P}_{\overline{A},\overline{c}}(b)$ $(v_{1}, \ldots,v_{n}, v_{n+1}, \ldots, v_{n+d})$ $\nu$ ‘ , $v_{n+1}=\cdots=v_{n+d}=0$ $(v_{1}, \ldots, v_{n})$
$\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ . $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ .
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, $\mathrm{I}\mathrm{P}_{\overline{A},\overline{c}}(b)$ , , (P1) .
(P2). C-T , $I_{A}$ Gr\"obner .
, Sturmfels[ll] . $\mathcal{T}\mathrm{x},$ $\mathcal{T}_{Y},$ $\mathcal{T}x,Y$
$k[X],$ $k[Y],$ $k[X, Y]$ . $k[X, Y]$ $\succ$ $Y>X$
, $m_{1}\in\Im_{Y},\backslash \mathcal{T}_{X}$ $m_{2}\in \mathcal{T}x$ $m_{1}\succ m_{2}$ .
[5] , $I_{A}$ Gr\"obner .
Note 11 $fll$] $\succ$ $Y>X$ . $\mathcal{F}$
$J:=(X_{1}-Y^{a_{1}}, \ldots,X_{n}-Y^{a_{\mathfrak{n}}})$
\succ [ Gr\"obner . , $\mathcal{F}\cap k[X]$ I Gr\"obner .
$\succ$ Note 1.1 , $k[X]$ \succ
, C-T Gr\"obner .
, , $\tilde{A}$
, (P2) Gr\"obner . ,
C-T 1 .
Note 12fllf $J$ $\tilde{A}$ .
C-T (original version) . $\succ$ Note 1.1
, $k[X]$ \succ .
.
C-T $J\triangleright\Rightarrow$ $\mathrm{I}\mathrm{r}X\mathrm{A}$ (original version)
STEP 1: $I_{\overline{A}}$ $\succ$ Gr\"obner $F$ .
STEP 2: $Y^{b}$ $F$ $X^{v}Y^{u}$ . $u=0$ $v$ $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ . $u\neq 0$
$\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ .
$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{S}\mathrm{A}/\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{I}\mathrm{R}$ ,
Gr\"obner . 0–1 , 8 $\mathrm{x}28$
, , 4 $\mathrm{x}6$ . Gr\"obner
, .
2 $b$-Gr\"obner
Gr\"obner , R. Thomas
R. Weismantel $b$-Gr\"obner [13]. C-T
(condenced version) $X^{u}$ Gr\"obner $\mathcal{G}$ , $\mathcal{G}$
. , $\mathcal{G}$
.




Definition 21 $T\subset \mathbb{Z}^{n}\backslash \{0\}$ $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ test set , :. $u\in \mathbb{N}^{n}$ , $v\in T$ $u-v$ ,
$c\cdot u>c\cdot(u-v)$ ,. $u\in \mathrm{N}^{n}$ , $v\in T$ $u-v$ .
C-T , $I_{A}$ Gr\"obner $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ test set
, , .
Note 21 $I_{A}$ Gr\"obner $\mathcal{G}$ ( , $\{u-v:X^{u}-X^{v}\in \mathcal{G}\}$
$\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}:=\{\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b) : b\in \mathcal{M}(A)\}$
[ test set .
C-T Gr\"obner , test set 2
. , $\mathcal{G}$ $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ test set Thomas
.
. , $k[X]$ A-
$\deg_{A}(X^{u}):=Au$ $\in \mathbb{Z}^{d}$
. $f\in k[X]$ , $A$- $f$
, $f$ $A$- $\deg_{A}(f)$ $A$- . $I_{A}$ , 2
. , $\mathbb{Z}^{d}$ $\leq_{\lambda 4}$
$u\leq_{\lambda 4}v\Leftrightarrow v-u\in \mathcal{M}(A)$
.
A- .
Note 2.2 flSJ A :
(i) $X^{u}$ $X^{v}$ $\deg_{A}(X^{u})\leq_{\lambda 4}\deg_{A}(X^{v})$ .
(ii) $f$,g\in I $f+g\neq 0,$ $\deg_{A}(f)=\deg_{A}(g)$ , $\deg_{A}(f+g)=$
$\deg_{A}(f)$ .
(iii) $f,$ $g\in I_{A}$ [ $\deg_{A}(fg)=\deg_{A}(f)+\deg_{A}(g)$ .
(iv) $f,p\in I_{A}$ , $g$ $f$ $p$ , $\deg_{A}(f)=\deg_{A}(g)$
, $\deg_{A}(f)\geq_{\mathcal{M}}\deg_{A}(p)$ .
(v) $f,g\in I_{A}$ $\deg_{A}(f)\not\leq_{\mathcal{M}}b$ $\deg_{A}$ (Spol(f, $g)$ ) $\not\leq_{\Lambda 4}b$ . Spol(f, $s$ )
$f$ $g$ $S$ $f\mathit{5}f$.
$\{X^{u}-X^{v} : Au=Av\}$ $I_{A}$ $k$- [11] ,
$I_{A}$ $\deg_{A}$ . , .
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Note 23[13] $(I_{A})\beta:=\{f\in I_{A} : \deg_{A}(f)=\beta\}$ ,
$I_{A}=\oplus(I_{A})_{\beta}\beta\in \mathrm{A}4(A)$
.
Thomas , C-T Buchberger
.
$b$-Buchberger 3 A
: $I_{A}$ $F$ .
: $I_{A}$ $b$-Gr\"obner .
STEP 1: $F$ $f,$ $g$ , $\deg_{A}$ (Spol( $f$ , $g)$ ) $\leq_{\mathcal{M}}b$ Spol(f, $g$ ) $F$ ,
$F$ .
STEP 2: $F$ $b\mathcal{G}$ .
$b\mathcal{G}$ $b$-Gr\"obner . .
Definition 22 $b\mathcal{G}\subset I_{A}$ $I_{A}$ \succ [ $b$ -Gro..bner , $f\in\oplus_{\beta\leq_{\mathrm{A}1}b}(I_{A})\beta$
, $g\in b\mathcal{G}$ $\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ}(g)$ $\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ}(f)$ . $\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ}(g)$ $g$ $\succ$
.
NOte22 . , .
Note 24 $I_{A}$ Gr\"obner $\mathcal{G}$ [
$b\mathcal{G}=\mathcal{G}\cap\oplus_{\mathcal{M}}I_{\beta}\beta\leq b$
.
Note 25 $b\mathcal{G}$ $I_{A}$ $\succ_{c}$ [ $b$ -Gr\"obner , $\{u-v:X^{u}-X^{v}\in b\mathcal{G}\}$ {
$\{\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(\beta) : \beta\leq_{\mathcal{M}}b\}$
test set .
CBuchberger 2 . 1 , $u\in \mathrm{N}^{d}$
, $u\leq_{\lambda 4}b$ .
$Ax=b-u$, $x\in$
$x$ , diophantine .




, $b$-Gr\"obner 2 . ,
.
Note 31 $\{X_{i}-Y^{a:} : i=1, \ldots, n\}$ ( , $J$ ) $X>Y$




Gr\"ot\supset ner , FGLM
[7] Gr\"ol\supset ner Walk [3] . , $b$-Gr\"obner Walk
.
, , C-T original version $b$-Gr\"obner
. , ,
$b$-Gr\"obner . ,




$f\in k[X]$ , $c$ $f$ } $f$ $c$
initial form , $\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(f)$ . ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(I):=(\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(f) : f\in I)$
, $F\subset k[X]$
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(F):=\{\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(f) : f\in F\}$
. $c$ $\succ$ $I$ ,
$\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ}(I)=\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(I)$
, $\succ\sim c$ . , $c$ E . 2
$c_{1}\sim c_{2}$ , $\succ$ $c_{1}\sim\succ$ $c_{2}\sim\succ$
.
.
Note 32 $fll$] $\succ\sim c$ , $I$ $\succ$ Gr\"obner $G$





$C[\succ]:=\{c\in \mathbb{R}^{n} : c\sim\succ\}$
, $C[\succ]$ .





, Gr\"obner Gr\"obner .
Gr\"ol\supset ner Walk , $\succ_{1}$ $\succ_{2}$ ,





: $\succ_{1},$ $\succ_{2}$ : , $c_{1},$ $c_{2}$ : , $G_{1}$ $:\succ_{1}$ Gr\"obner .
: $G_{2}$ $:\succ_{2}$ Gr\"obner .
STEP 0: $w_{0}:=c_{1},$ $w^{*}:=c_{2},$ $F_{0}:=G_{1},$ $\succ^{0}:=\succ_{1}$ , $i=0$ .
STEP 1: $\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:}(F_{1}.)=\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ_{2}}(F_{\dot{l}})$ STEP 4 . $\overline{w_{\dot{l}}w^{*}}$ $w_{\dot{l}}$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:}(F_{\dot{l}})\neq \mathrm{i}\mathrm{n}_{w:+1}(F_{1}.)$ $w_{\dot{l}}$ $w_{i+1}$ .
STEP 2: $w_{i+1}$ $\succ_{2}$ $\succ^{1+1}$
.
, $F_{\dot{\iota}}$ Local conversion procedure
$I$ $\succ^{:+1}$ Gr\"obner $F_{i\dagger 1}$ .
STEP 3: $i:=i+1$ STEP 1 .
STEP 4: $F_{i}$ $G_{2}$ .
Local conversion procedure
: $\succ^{:},$ $\succ^{i+1},$ $\succ^{\dot{l}}$ Gr\"obner $F_{j}$ , $w_{i+1}$ .
: $\succ^{j+1}$ Gr\"obner $F_{|+1}.$ .
STEP 1: $\mathcal{H}_{1}:=\mathrm{i}\mathrm{n}_{w}.\cdot+1(F)$ .
STEP 2: $(\mathcal{H}_{1})(=\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:+1}(I))$ $\succ^{:+1}$ Gr\"obner , $\mathcal{H}_{2}$ .
STEP 3: $F_{\dot{t}+1}:=\emptyset$ .
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STEP 4: $h\in \mathcal{H}_{2}$ .
STEP 4-L $h$ $\succ^{i}$ $\mathcal{H}_{1}$




, $\hat{h}$ $F_{|+1}$. .
STEP 5: $F_{\dot{\iota}+1}$ .
Local conversion procedure $\mathcal{H}_{1}$ } , 1 .
STEP 2 Gr\"obner , Gr\"obner Walk
. , 2 , STEP
2 [9].
$b-\mathrm{G}\mathrm{r}\infty..\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ . , Gr\"obner
$b$-Gr\"obner .
Deflnition $3.2\succ$ , $bG$ $\succ$ $I_{A}$ $b$ -Gr\"obner . , $c$
. $\succ$ $c$ $b$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{c}(g)=\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ}(g)(\forall g\in bG)$
. , $\succ\sim bc$ , $c$ $I$ $b$ . $\sim b$
, $\sim$
$bC[\succ]:=\{c\in \mathbb{R}^{n}:\succ\sim_{b}c\}$
. $\overline{bC[\succ]}$ $I_{A}$ $\succ$ $b$ -Gr\"obner .
Gr\"ol)ner Walk $b$-Gr\"obner , .
Lemma 33 $bG$ $\succ$ $I_{A}$ $b$ -Gr\"obner . , $c\in bC[\succ]$
, $bG$ $I_{A}$ $c$ [ $b$ -Gr\"obner .




. $C[\succ]$ $bC[\succ]$ . $w^{*}$ $C[\succ]$ , $bC[\succ]$
. $w^{*}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ , $C[\succ]$ Gr\"obner $C[\succ]$’
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$w^{*}$ [11]. , $w^{*}$ Local conversion procedure , $\succ$ Gr\"obner
$\succ’$ Gr\"obner . $\mathcal{H}_{1}$ 2 ,




: $\succ_{1},$ $\succ_{2}$ : , $c_{1},$ $c_{2}$ : , $G_{1}$ $:\succ_{1}$ Gr\"obner .
: $G_{2}$ $:\succ_{2}$ $b$-Gr\"obner .
STEP 0: $w0:=c_{1},$ $w^{*}:=c_{2},$ $F_{0}:=G_{1},$ $\succ^{0}:=\succ 1$ , $i=0$ .
STEP 1: $\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:}(F_{i})=\mathrm{H}\mathrm{T}_{\succ_{2}}(F_{\dot{l}})$ STEP 4 . $\overline{w_{i}w^{*}}$ $w_{i}$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:}(F_{i})\neq \mathrm{i}\mathrm{n}_{w}.\cdot+1(F_{i})$ $w_{i}$ $w_{i+1}$ .
STEP 2: $w_{i+1}$ $\succ 2$ $\succ^{i+1}$ , $F_{i}$ $b$-Local conversion procedure
$I$ $\succ^{i+1}$ $b$-Gr\"obner $F_{i+1}$ .
STEP 3: $i:=i+1$ STEP 1 .
STEP 4: $F_{\dot{\iota}}$ $G_{2}$ .
Local conversion procedure
: $\succ^{i},$ $\succ^{:+1},$ $\succ^{:}$ $b$-Gr\"obner $F_{i}$ , $w:+1$ .
: $\succ^{i+1}$ $b$-Gr\"obner $F_{\dot{\iota}+1}$ .
STEP 1: $\mathcal{H}_{1}:=\mathrm{i}\mathrm{n}_{w_{*+1}}.(F)$ .
STEP 2: $(\mathcal{H}_{1})(=\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:+1}(I)\cap\oplus_{\beta\leq_{\lambda 4}b}(I_{A})\beta)$ $\succ^{:+1}$ $b$-Gr\"obner , $\mathcal{H}_{2}$
.
STEP 3: $F_{i+1}:=\emptyset$ .
STEP 4: $h\in \mathcal{H}_{2}$ .
STEP 4-1: $h$ $\succ^{i}$ $\mathcal{H}_{1}$




, $\hat{h}$ $F_{i+1}$ .
STEP 5: $F_{i+1}$ .
, .
Theorem 34 $b$-Gr\"obner Walk $G_{2}$ $\succ_{2}$ $b$ -Gr\"obner .
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. CLocal conversion procedure , Gr\"obner Walk
. , STEP 1 $l_{1}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:+1}(I_{A})$ $\succ^{i}$ $b$-Gr\"obner
,
$(?t_{1})(=\mathrm{i}\mathrm{n}_{w:+1}(I)\cap\oplus_{\lambda 4}(I_{A})_{\beta})\beta\leq b$
. STEP 4 , $h$ $\hat{h}$ A- $\leq_{\Lambda 4}$ $b$ NOte22
.
4
, $b$-Gr\"obner . $b$-Gr\"obner
[13] , $\mathrm{I}\mathrm{P}_{A,c}(b)$ test set . ,






$\min\{c\cdot x : Ax=b,x\in \mathrm{N}\}$ , , $A\in \mathbb{Z}^{d\mathrm{x}n},$ $b\in \mathbb{Z}^{d},$ $c\in \mathbb{R}^{n}$ .
.
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